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KAPITEL 6

FUNKTIONSBEGREPPET
~ OCH DE ELEMENTARA FUNKTIONERNA

6.1 Definition av funktion

E—

6.1.1 Inledning. I matematiken spelar funktionsbegreppet en central
roll. Redan under medeltiden kom funktioner att pa olika sitt f& bety-
delse, framfér allt genom naturvetenskapliga tillimpningar. Efter hand
skapades klasser av funktioner sdsom polynom, trigonometriska funktio-
ner samt exponential- och logaritmfunktioner. Annu i dag har dessa s.k.
elemenidra funktioner en viktig stillning, och vi kommer att triffa pa dem
stindigt i fortsédttningen. Ordet funktion introducerades av ILeibniz
(1646—1716), men fastén det redan under 1600- och 1700-talen uppkom
mera komplicerade funktioner &n de elementira, forblev det allmédnna
begreppet opreciserat énda fram till bérjan av 1800-talet. Den domineran-
de synen var att en funktion av 2 ir et ymatematiskt uttrycks, som pa ett
eller annat »analytiskt» sédtt kan bildas med hjéalp av variabeln z och fixa
tal. Den forste som gav en modern definition av funktionsbegreppet var
Dirichlet (18056—1859). Han ldmnade den svidvande férestallningen om
det »matematiska uttryckety for att i stéllet helt enkelt siga, att en
variabel y dr en funktion av en variabel x om till varje virde, som x fdr anta,
pd ndgot sdtt dr ordnat ett virde pd y. Senare har denna definition blivit
noggrannare preciserad, och vi geri 6.1.2 en modern version.

6.1.2 Funktion, grafisk bild, definitionsomréde, virdeforrad. Lat oss be-
trakta ett par (z, y), déar x och y dr tva tal givna i en viss ordning. Viséger,
att paret (z, y) 4r ordnat och kallar talet x den forsta komponenten
och talet y den andra komponenten. Observera, att om x#y, s& &r
(%, y) och (y, x) oltka ordnade par.

Lat nu f beteckna en icke-fom mdingd av sddana ordnade par och an-

tag, att méngden f ar sidan att det inte finns tva par i f med samma, forsta
komponent z, dvs.

(1) om (z, 4,)€f och (@, y,)€f s &r y=y,.
Under denna forutsittning skall vi kalla f en funktion.
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Vi infér nu 1 planet ett parallellkoordinatsystem, som oftast viljes
ratvinkligt.! Om vi representerar talparen (x, y) i funktionen f som punk-
ter i detta koordinatsystem, far vi en punktméngd (se fig. 1), som &r sadan,
att det pa varje linje / parallell med y-axeln ligger hogst en punkt i punkt-
méngden. Punktméngden kallas den grafiska bilden av funktionen f eller
funktionskurvan. (I fig. 2 har vi uppritat en punktméngd, som skires av
en viss, med y-axeln parallell linje ] i mer &n en punkt, och darfér inte
representerar en funktion.)
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Fig. 1. | Fig. 2.

Méangden av de tal z, som férekommer som forsta komponenter i tal-
paren i en funktion f, kallas funktionens definitionsomrdde D,. Méngden
av de tal y, som férekommer som andra komponenter i talparen i f,
kallas funktionens wirdeférrdd V;. Om punkterna pa den grafiska bilden
av f (jfr. fig. 1) projiceras pd z-axeln och y-axeln, far man pa dessa axlar
tva punktméngder som representerar Dy resp. V;. Bade definitionsomré-
det och véardeforridet kan naturligtvis vara mycket komplicerade
méngder, men vi forutskickar redan hir, att atminstone definitions-
omradet i de flesta fall i det féljande kommer att utgoras av intervall
(se 2.3 sid. 18).

Einligt definitionen av en funktion f 4r till varje tal x¢D; ordnat ett
entydigt bestdmt tal y ¢ V;, namligen det y, f6r vilket paret (2, y) € méngden
f. Vikallar y for funktionens virde i punkten « och anvinder beteckningen
f(x) for detta virde, dvs.

@) y=}(x).
Vikan da siga, att
(3) f=miéngden av talpar (z, f(z)).

Det &r ibland bekvéimt att anvinda f6ljande terminologi:

! Nir vi i fortséittningen talar om ett ratvinkligt system, menar vi alltid ebt
system, dér basvektorerna dels dr vinkelréita, dels bida har lingden 1.
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f9x) = af (x)

1 2 5 1
3 4 1 1
x(1  x3)
x2(1+ x)2
1=x x=1 X =2
sin? x + cos? x
cos(x + y)

1+1=2+1=4+1=8+1=16+1=32+ :::




Gert Almkvist: Berkeley, 19700 George M. Bergman
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